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ESTUDIO DE UNA FUNCION

Dada la funcion y = f(x), su gréafica es el conjunto de puntos (x, f(x)) siendo x cualquier punto de

su dominio. En la mayoria de los casos es imposible obtener todos estos puntos, por lo que es
conveniente realizar un estudio de la funcibn que nos permita obtener su grafica; para ello
seguiremos los siguientes pasos que resumen lo estudiado anteriormente:

1) Determinacion del dominio de la funcién, D.
2) Continuidad y derivabilidad de f(x).
3) Simetrias:
e Respecto del eje OY: si f(-x)=f(X) VvxeD.
¢ Respecto del origen O: si f(-x) =-f(X) Yx eD.
4) Periodicidad (s6lo se comprueba si la funcién es de tipo trigonométrico)

Las simetrias y la periodicidad de f(x) nos permiten obtener la grafica de la funcidén estudiandola en
un subconjunto del dominio.

5) Puntos de corte con los ejes:
e Con OX: se resuelve la ecuacion f(x) = 0 que nos da las abcisas de los puntos buscados.
e Con OY: si 0 € D, el punto de corte es (0, f(0)).
6) Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.
o T'(Xg)>0 = fes estrictamente creciente en X, .
o f'(X,) <0 = fesestrictamente decreciente en X, .
f"(Xy) >0 = X, es un minimo relativo estricto.

o T'(Xg)=0 y <f"(X;)<0 = X, es un maximo relativo estricto.
f"(x,) =0, en este caso no se obtiene informacion.

Observar que los extremos relativos también se pueden determinar analizando los cambios de
crecimiento a decrecimiento o viceversa, de la funcién.
7) Concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

o f"(X,)>0 = festrictamente convexa en X .

e T"(Xy)<0 = festrictamente concava en X, .

f"(x 0 X, €s un punto de inflexiéon.
o F"(%)=0 { ()20 = % P

f'"(Xy) =0, en este caso no se obtiene informacion.

Observar que los puntos de inflexion también se pueden determinar analizando los cambios de
concavidad-convexidad estricta de la funcion.

8) Asintotas y ramas parabdlicas.

Las asintotas verticales se estudian en los puntos de discontinuidad de la funciéon y las demas
asintotas y las ramas parabdlicas se estudian cuando X — 40 y X — —o0.

A veces puede ser interesante hallar los puntos de corte de las asintotas horizontales y oblicuas con
la gréafica de la funcion.
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Ejemplo 8: Estudiar la funcién f(x) = Xiz .
x-1
1) D=R-{1}
2) f(x) es continua y derivable en D por ser cociente de polinomios con denominador no nulo.
3
f(x) es discontinua en x = 1, ya que lim X 1 =+ . Ademas, no es derivable en este punto por no ser continua.

x->1(x-1)> O
(_X)3 _X3

= . Al no coincidir con f(x) ni con -f(x),
(-x-1)?  (x+1?

3) Para estudiar si la grafica de f(x) es simétrica se halla f(-x) =

se concluye que no es simétrica ni respecto del eje OY ni respecto del origen.

4) La periodicidad de la funcién en este caso no es necesario estudiarla ya que no es trigopnométrica.

5) Cortes con los ejes:

eConOY, x=0 = f0)=0

X3

e ConOX, y=0 =
Y (x 12

Luego el tnico punto de corte es (0, 0).

6) Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.

3x2(x —1)2 - x32(x -1 _ 3x2(x -1)- x32 _ x3 - 3x? _ x2(x -3)
(x-1* (x-1)° x-1°  (x-1°

Se calcula f'(x) =

En la tabla siguiente se estudia el signo de f'(x) en los intervalos determinados por los puntos x = 0, 1, 3 que son los

que anulan al denominador o numerador de f '(x).

Signo (-, 0) ©, 1) 1, 3) (3, +x)
X -3 - - - +
x-1° - - + +
. x*(x - 3)
') = W + + - +
060 ? ? ! 1

La funcién es estrictamente creciente en (-, 0), (0, 1) y (3, +x) y estrictamente decreciente en (1, 3).
Asi en x = 3 hay un cambio de decrecimiento a crecimiento, luego se alcanza en este punto un minimo relativo. Para

dibujarlo se calcula f(3) = % , por lo tanto, el punto minimo es [3, %77]

Observar que en el punto x = 1 también hay cambio de crecimiento a decrecimiento, sin embargo no es maximo de la

funcién ya que este punto no pertenece al dominio.

7) Concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

) , x3 -3x? neoy -
Derivando f*(x) = W se calcula f"(x):
Fr(x) = BX* -6x)(x - 1)° - (x> -3x*)3(x - 1)° _ (3x® -6x)(x -1) - (x> -3x*)3 _  6x

(x -1)° (x-1* S (x-n*

En la siguiente tabla se estudia el signo de f "(x) en los intervalos determinados por x =0y x = 1:
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Signo (-0, 0) (, 1) @, +x)
X - + +

LN ¢ - + +

f(x) A U U

La funcién es estrictamente cOncava en (-, 0) y estrictamente convexa en (0, 1) y (1, +«). Como en el punto x = 0
cambia la concavidad-convexidad estricta de f(x) , se deduce que (O, 0) es un punto de inflexion.

8) Asintotas.

La Unica asintota vertical es x = 1 ya que 1 es un punto de discontinuidad, como se ha comprobado en el estudio de la
3
continuidad de la funcion: lim

—— = +®
x>1(x —1)?

Para analizar la existencia de asintotas horizontales se calculan los siguientes limites:

x3 . x3
=+ Iim —— =-

X—>—00 (X — 1)2

lim ——
X—>+00 (X — 1)2

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales pudiendo existir asintotas oblicuas o ramas parabdlicas, que se estudian
hallando los siguientes limites:

3

X
2 2
m= tim fO0 i DT iy Xy yox+2
X—>+0 X X—>+00 X xe-m(x_]_) . .
3 3 5 5 es asintota oblicua si x — +©
. . X X% = x(x-1) . 2X°-X
n=lim ({fx)-mx)= lim | ——-x|= lim —————= |lim ——= =
X —>+0 X—>+00 (x_]_) X—>+0 (X—l) X—>+00 (X—l)
NE
2 2
m= tim fO0 _ jjm =D iy X Y= x+2
X—>-00 X X—>—0 X X%—oo(x_l)

> es asintota oblicua si x —» —»
. 2X° =X
lim =

. x3 x3 - X(X — 1)2 .
n= X“j‘w(f(x) -mx) = X%w[(x 1y - x] = Xlﬁr[\w -1 = XILnjw <17 =

No hay ramas parabdlicas ya que existen asintotas oblicuas.

3
Se pueden calcular los puntos de corte de f(x) y la asintota y = x +2 resolviendo la ecuacién: x +2 = (Xil)z
X -
3 3 3 _ _1y2 _
X+2= X 5 X 2—(x+2)=0 = X (X+2)(2X D = 8x-2 22:0 P X=g
x-1 x-1 x-1 x-1 3
2 8 . e . . 2 8
Como f 33 el dnico punto de corte de la grafica con la asintota oblicua es | =, 3
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