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CONCEPTOS BASICOS

Se llama funcién real de variable real a cualquier aplicacién f : D - Rcon D ¢ R, es decir, a
cualquier correspondencia que asocia a cada elemento de D un Unico numero real.

Habitualmente, la notacion que se usa para representar una funcion es y =f(x), donde x es la

variable independiente, y la variable dependiente y f la aplicacién que indica como se obtiene el
valor de y conocido el valor de x.

Se llama dominio de definicién de f al conjunto de nimeros reales x para los cuales existe f(x).
Se denota D(f), o simplemente D. Es decir, D = {xeR | existe f(x)}.

En algunos casos, el dominio de la funcién no viene dado a priori sino que hay que calcularlo
mediante la definicién de f. Ademas, en los modelos econémicos para determinar el dominio no sélo
hay que considerar la existencia matematica de f(x), sino también que tenga sentido en el contexto
econdmico considerado tanto x como f(x).

Ejemplo 1:

a) f:[2, +xo)—> R dada por f(x)= Yx —2 es una funcién real de variable real cuyo dominioes D = [2, + ).

b) y =

1 3 es una funcidén con D = R - {2} ya que asocia a todo niimero real distinto de 2 un Unico elemento de R.

c) La correspondencia dada por y2 = x no es una funcidn, ya que a cada nimero real positivo x no nulo le asocia dos valores

reales distintos, por ejemplo, para x = 4, el valor de la variable y puede ser 2 o -2.

X+1
Jx

ademads como estd en el denominador no puede ser 0.

d) El dominio de la funcién f(x) = es D = (0, + o ) ya que para que exista Jx , x debe de ser mayor o igual que 0, y

e) El coste C por dia de una empresa es funciéon de su produccioén diaria q segun la relacién C = 500 + 15q. Si la empresa
tiene una capacidad limite de producir 5000 unidades al dia, el dominio de esta funcionesD = { g | 0 < g <5000 }.

Observar que desde el punto de vista matematico, el dominio de esta funcién seria R, sin embargo por el contexto
econdémico el dominio se restringe al calculado.
Se llama rango o imagen de f al conjunto de nimeros reales que toma la variable y siendo y =
f(x) y x perteneciente al dominio de f. Se denota Im(f).

Es decir, Im(f) = {ye R | existe xeD con y = f(x)}.

Ejemplo 2:
a) Dada f(x)=+x-1, para que exista f(x) se debe cumplir que x - 1 >0, ya que no existe la raiz cuadrada de numeros

negativos. Por tanto, se debe cumplirx >1 y porelloD = [1, + o).

Ademas, se verifica que Im(f) = [0, + ).

b) La funciéon C = 500 + 15q, estudiada en el ejemplo 1 apartado e), cuyo dominioes D = { g | 0 <q <5000}, tiene como
imagen Im(f) = { C | 500 <C < 75500 }.

c) Dada f(x)=x>+x-3, al estar definida por un polinomio existe para cualquier nimero real, luego D = R. Ademas, se

verifica que Im(f) = R.
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d) Dada f(x) = x?+3, se cumple que su dominio es D = Ry su imagen Im(f) = [3, + « ).

Se llama grafica de f al conjunto de todos los pares de nimeros reales que tienen como primera
componente cualquier valor x del dominio de f y como segunda su imagen f(x). Se denota Gr(f). Es
decir, Gr(f) = {(x, y)e R? | xeD, y = f(x)}.

Notar que la grafica de f es una curva en R? pero no todas curvas del plano son gréficas de
funciones. La grafica de una funcion tiene la propiedad de que una recta vertical que pase por
cualquier punto del eje OX la corta a lo sumo una vez, en caso contrario, significaria que un mismo
numero tendria mas de una imagen por lo que no seria aplicacion, y por tanto tampoco funcion.

Ejemplo 3:

a) La grafica de la funcién f(x) = x> -x% +1 es:

La curva representada a continuaciéon dada por los puntos que verifican y2 =x no corresponde a la grafica de una
funcién y = f(x).

Tipos de funciones

e Una funcién f(x) se dice:

Funcién creciente en un intervalo | ¢ D si para cualquier par de puntos x;, x, e |, tales que
X1 < Xy se verifica f(x;) <f(xy).
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Funcién estrictamente creciente en un intervalo | ¢ D si para cualquier par de puntos
X1, Xy € |, tales que x; < X, se verifica f(x;) <f(xy).

Funcidn decreciente en un intervalo | ¢ D si para cualquier par de puntos Xy, X, € |, tales que
X1 < Xy se verifica f(xq) > f(x5).

Funcién estrictamente decreciente en un intervalo | ¢ D si para cualquier par de puntos
X1, Xy € |, tales que x; < X, se verifica f(xy) > f(x5).

Funcidn estrictamente creciente en R Funcion decreciente, pero no estrictamente
decreciente en (0, +0)

¢ Una funcién f(x) se dice:

Funcion céncava en un intervalo | ¢ D, si dados dos puntos cualesquiera X;, X, € | el segmento
que une los puntos (xg, f(x1)) ¥ (X2, f(x2)) nunca se sitla por encima de la grafica.

Funcion estrictamente céncava en un intervalo | ¢ D, si dados dos puntos cualesquiera
Xy, Xy € 1, el segmento que une los puntos (x;, f(x;)) y (X2, f(x)) se sitia por debajo de la

grafica.

Funcion convexa en un intervalo I ¢ D, si dados dos puntos cualesquiera x;, X, € | el segmento
que une los puntos (x;, f(x1)) y (X2, f(x2)) nunca se sitla por debajo de la gréfica.

Funcion estrictamente convexa en un intervalo I ¢ D, si dados dos puntos cualesquiera
Xy, X € 1, el segmento que une los puntos (xy, f(xy)) ¥ (x5, f(xy))se sitla por encima de la

grafica.
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SN

Funcion cédncava pero no estrictamente céncava en R Funcion estrictamente convexa en R

¢ Una funcién f(x) se dice:

Funcién acotada superiormente si existe un nimero M cumpliendo que para cualquier valor x
de D se verifica f(x) <M.

Funcion acotada inferiormente si existe un nimero m cumpliendo que para cualquier valor x
de D se verifica f(x)>m.

Funcién acotada si estd acotada inferior y superiormente. Es decir, si existe un nimero K > 0 tal
que para cualquier valor x de D, f(x)| <K, o equivalentemente, -K < f(x) < K.

¥
/\ ¥
X /_\\ 1
X
1 \\\_,/
Funcidn acotada superiormente y no acotada Funcidn acotada superiormente por 1 y acotada
inferiormente en R inferiormente por -1

¢ Una funcion f(x) se dice:

Funcién par si para cualquier valor x de D se cumple f(-x) =f(x). En este caso, la grafica de la
funcidn es simétrica respecto del eje QY.
Funcién impar si para cualquier valor x de D se cumple f(-x) = —f(x). En este caso, la grafica de

la funcidn es simétrica respecto del origen.

Funcidén peridédica si existe un nimero M > 0 cumpliendo que para cualquier valor x de D se
verifica f(x + M) = f(x).
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Ejemplo 4: Observando la gréfica de la funcién f(x) = x> que se muestra a continuacién, se tiene que f (x) es estrictamente
creciente en R, estrictamente cdéncava en (-o, 0), estrictamente convexa en (0, +w), no estd acotada superior ni
inferiormente y es impar, ya que f(-x) = (-x)°> = -x> = —f(x) .

y

Operaciones con funciones

Sean f y g dos funciones reales de variable real con dominios D(f) y D(g) respectivamente. Se
definen las funciones:

e Sumadefygcomo (f+ g)(x) =f(x) + g(x) siendo D(f+g) = D(f) n D(Qg)

Producto de f por un escalar t como (t.f)(x) = t f(x) siendo D(t.f) = D(f)
e Producto de f y g como (f.g)(x) = f(x) g(x) siendo D(f.g) = D(f) n D(g)

e Cociente de fy g como [LJ(X) = ) siendo D(ij = D(f) n {x € D(g) | g(x)*0}
g 9(x) g

e Composicion de gy f como (fo g)(x) = f(g(x)) siendo D(fo g) ={x € D(g) | g(x) € D(f)}

e Inversa de f: Esta funcion sélo se puede definir en el caso de que y = f(x) sea inyectiva, se
denota f~! y se define como fi(y)=x < f(x) = y siendo D(f1)=1Imf.

Las graficas de una funcién f y de su inversa -1 son simétricas respecto de la recta y=X.

Ejemplo 5: Dadas las funciones: f(x)=x?, g(x)=3x-1 , h(x) = 1 vamos a realizar las siguientes operaciones:
X
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a) (F+g@)(x)=f(x)+g(x)=x%+3x-1

(5. h)(x) = 5 h(x) = g

(g h)(x) = g(x) h(x) = ==

f 7f(x)7x27
(J“)mm%ﬁ

(fog)()=f(g(x)) = F(Bx-1)=Bx-1> , (goN(x)=g(f(x)) = g(x*)=3x* -1

b) La funcion g(x) =3x -1 es inyectiva, para calcular su funcion inversa hay que operar de la siguiente forma:

Intercambiando las variables en y =3x-1, queda x=3y-1y despejando la y tenemos que y:%, luego

X+1

-1 _
g (x)= 3
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