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CONCEPTOS BASICOS
Dada una funcion real y =f(x) y un punto x,e D en el que la funcién es continua, se sabe que
cuando x toma valores infinitamente préximos a x,, f(x) se aproxima a f(x,), pero la continuidad

no informa de como se realiza esta aproximacién, por ejemplo, creciendo, decreciendo... El concepto
de derivada que a continuacién se define proporciona esta informacion.

Se llama incremento de la variable independiente x al valor Ax = x - X,. Este valor da una
medida de la proximidad entre x y x,, de forma que x— X, es equivalente a Ax — 0.

Se llama incremento de la variable dependiente y al valor Ay = Af(x,)= f(x) - f(x,). Este valor
da una medida de la proximidad entre f(x) y f(xg).

Ay _ f(x) - f(xp)
AX X — Xo

Se llama cociente incremental al valor . Este cociente da una medida de la

proporcion en que se encuentra los incrementos definidos anteriormente.

Si se considera puntos infinitamente proximos a x, hay que calcular el limite del cociente
incremental cuando x— X, , o que nos lleva a la definicién de derivada en el punto X, .

Se llama derivada de f en el punto X, al nimero real, si existe, dado por:

i F00 = F0%)

X—>Xo X = Xo
- . .. . . . f Ax) - f
Utilizando incrementos este limite se puede escribir de la forma Ilim ay lim (Xo +4%) - T(%)
AX—0 AX  Ax—0 AX
teniendo en cuenta que x = Xy +AX.
. , df (xp)
Este concepto se representa habitualmente por f'(x,) , “dx o Df(xp).
X

Si existe f'(x,) se dice que f es derivable en el punto x, .

Ejemplo 1: Dada la funcién f(x) = 2x% + x -1, se calcula f'(-1) como sigue:

2(x+1)(x 1]

, 1

frc1) = lim FOO=FCD ey 2T+ x =120 2) _ lim 2[x-1|--3
x->-1 X —(-1) x—>-1 x+1 x—>-1 x+1 x—>-1 2

Como la definicién de derivada viene dada por un limite, se pueden definir los siguientes conceptos:
e Se llama derivada lateral por la derecha de f en X, al niumero real, si existe, dado por

f '(XO+) = |lim M_

+ _
X—>Xg X = Xq

e Se llama derivada lateral por la izquierda de f en x, al nimero real, si existe, dado por

frxg )= lim 100 2f0%)
X = Xg

X—Xg

En el caso de que f'(x,")=f'(x,”) se tiene que f es derivable en x, y f'(x,) =f'(xs")=F"(X,7).

Ejemplo 2: Dada la funcién f(x)=|x -1 ={1_); ? X: para estudiar su derivabilidad en x = 1, se calculan sus
X - I X2

derivadas laterales ya que la definicion de f es distinta a la derecha e izquierda de x = 1:

fray= lim FOO=FA) oy X210 gy
X -1

- x—-1t

x—1" x—1"
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fra)= fim TOO=FA) iy 1=x=0 ey =X =1)
x-1 w1t X-1

x—>1" x—-1t

Como f'(1*)#f'(17), la funcidn no es derivable en x = 1.

Al representar la funcién se observa que en x = 1 la grafica presenta un pico debido a que sus derivadas laterales no

coinciden.

Ejemplo 3: Dada la funcion f(x) = Ix2 , veamos si es derivable en x = 0 calculando sus derivadas laterales.
2

B 2 3
£10%) = lim TO=IO _ iy X0y X2 _ iy L1
x—0%t - x—0" x-0 x0T X x—0" 3 0
X
2
B I 3
£10) = lim FO=TO) _ iy X0y X2y L
Xx—0" x-0 x>0~ X~ x—0" X x—0" X§

Al no existir las derivadas laterales la funcion no es derivable en x = 0. Como los limites anteriores son distintos la grafica

presenta en x = 0 un punto de pico.

Una condicidn necesaria para que la funcion f sea derivable en un punto x, es que sea continua en

X, , €S decir:
f derivable en x,e D = f continua en x,

Notar que el reciproco no tiene porqué ser cierto, es decir, que hay funciones que son continuas en
un punto y sin embargo, no son derivables en él. Normalmente esta propiedad se aplica de la
siguiente forma, si una funciéon no es continua en un punto, tampoco sera derivable en dicho punto.

1 .
— si x<1
Ejemplo 4: Dada la funcion f(x) =4 x+1 , estudiar la continuidad y derivabilidad en x = 1.

x>+1  si x>1
Para estudiar la continuidad hay que calcular Iirnlf(x). Como la definicion de f cambia antes y después del punto x = 1, es
X—

1
X+1

necesario hallar los limites laterales, lim f(x) = lim x>+1=2 y lim f(x)= lim ==.
x—-1t x—1T x—1" x—1~ 2

Al ser distintos los limites laterales se concluye que f no es continua en x = 1, por tanto, f no es derivable en x = 1.
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