CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 7. Funciones reales de variable real
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EJERCICIOS RESUELTOS DE DERIVADAS DE UNA FUNCION REAL

1. Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones y escribir su funcién derivada:

% si x<0O
x-1
a) f(x)=4{ 7x+2 si 0<x<1 b) f(x) =vVx+3 c)f(x):x2—2x|x—3|
W7XZ +2 si x>1

Solucién

a) La funcion f(x) esta definida a trozos por lo que hay que estudiarla teniendo en cuenta los
siguientes casos:

e Si x <0, f(X)= % es continua y derivable, por ser un cociente de polinomios con
(x-1)

denominador no nulo, y su derivada es f'(x) = is

x-1

e Sio<x<1, f(X)=7x+2 es continua y derivable, por ser un polinomio, y f'(x)=7.

e Six>1, f(X)= 3V7x% +2 es continua, por ser una funcién irracional con radicando no negativo,
3.14x 21x

y derivable cuya derivada es f'(x) = = .
27x2 12 J7x2 42

e Si X = 0, para estudiar la continuidad se hallan los limites laterales:
Iim f(xX)= lim (7x+2)=2 y lim f(x) = lim
x—0"* x—0* X—0~ x—0" (X — l)2
f(0)=2, f es continua en 0.

= 2. Como ambos limites coinciden con

Para estudiar si es derivable hallamos las derivadas laterales:

£/(0*) = lim fO-TO) _ iy 7X*2-2_  7X 5
x—0* x-0 x—0* X x—0" X
2
f(x) - £(0) (x-172 2 2 -2(x% - 2x +1) _2x2 4+ 4x
f©0) = lim 2O =TO) iy X=ZD7 iy _ Jim Z2XHAX
x—0" x-0 x—0~ X x—0" (x - 1)2X x>0~ (X - 1)2X

. =2X+4
=lim ——=4
X—0~ (X—l)2

Como no coinciden la funcién no es derivable en x = 0.

e Si x = 1, para estudiar la continuidad se hallan los limites laterales:

lim f(x) = lim 3W7x2+2 =9 y Iim f(x)= Iim (7x+2)=9.

x—1" x—1" X—1" Xx—1"
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Como su valor coincide con f(1)=9, se deduce que f es continua en x = 1.

Para estudiar si es derivable hallamos las derivadas laterales:

(3\/7x2 +2 - 9) (3\/7x2 +2 4 9)

f'@t) = lim ~2— NIXT+2-9
x-1 X-1 x—>1* x-1 X1 (X —1)BV7X? +2 +9)
2 _ 2 _
9(7x- +2)-81 _ lim 63x° - 63 _ lim 63(x - DH(x+1)

= |lim =
XU (x —D)@V7X2 +2+9) X1 (x —1)@V7X% +2 +9) X1 (x —1)(@BV7%Z +2 +9)

_jim _63(x+1) _63.2
x>l 3J7x2+2+9 18

f'7) = lim TO-T@) _ iy X*+2-9 _ iy /=D
x—1" x -1 x->1- X-1 x->1" (X -1)

7

Como las derivadas laterales coinciden, la funcién es derivableen x =1y f'Q) =7.

_—43 si x<0
x-1)

La funcién derivada es f'(x) = 7 si 0<x<1
Zi si xXx>1
V7x% +2

b) Como f(x) = Vx +3 esta dada por una raiz cuadrada, es continua en su dominio D =[-3, +).

. 1 .
La derivada de f es f'(X) = ———, que existe en (-3, +x).
2Ux +3

c) Teniendo en cuenta la definicion de valor absoluto, la funcién f(x) = x? —2x|x —3| se escribe de
x2+2x(x—3) si x<3 {3x2—6x si x<3

la forma f(x) = 5 .
x*-2x(x-3) si x23 -x2+6x si x2=3

Para estudiar la continuidad y derivabilidad de f se consideran los siguientes casos:

e Six<3, f(x)= 3x% - 6x es continua y derivable por ser un polinomio, y f'(x) =6x-6.
® Six =3, f(X)= -x? + 6x es continua y derivable por ser un polinomio, y f'(x) = -2x + 6.

e Si x =3, para estudiar la continuidad se hallan los limites laterales:

lim f(x) = lim (—x2 + 6x) =9 vy Ilim f(xX)= lim (3x2 —6x) =9. Como ambos limites coinciden

x—3" x—>3" X3~ X—3"

con f(3)=9, f es continua en 3.

Para estudiar si es derivable hallamos las derivadas laterales:

B 2 B v a2
f(3") = lim Y- _ iy XE+6X=9 o -(X=3)" . ~(x-3)=0
x—3" X -3 x—3" X -3 x—3" X -—= x—3"
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2
3y = lim 1 =T@) _ ) 3xT-6x=9 ) 3X=h(X+1) lim 3(x +1) =12

X—3~ X -3 X—3 X -3 X—>3~ X-3
Como no coinciden la funcidn no es derivable en x = 3.

6X — 6 si X<3

La funcion derivada es f'(x) = .
-2X+6 si xXx>3

ax +b si x<1

2. Hallar a y b para que la funcion f(x) = 1 si x>1 sea continua y derivable en x = 1.
— >
X< +1

Solucién

Para que f sea continua en x = 1 se tiene que cumplir lim f(x) = lim f(xX) = f(@) y efectuando los
x—1* Xx—=1"

calculos se obtiene: lim f(x) = lim 1 1 . lim f(x) = lim (ax+b)=a+b y f(1) =
x—1" xo>1' x2 41 2 x—1" X—1"

N[

Igualando queda a+b = % es decir, b = %— a.

Para que f sea derivable en x = 1 se tiene que cumplir f'(1*) = f'(17) y realizando los calculos:

101
_ 2 T A 2 Y2
)= tim fOZID iy X1 2 iy 2L gy Lo X -
x>t X—=1  x51t X-1  x51'2x® +1)(x 1) x—1" 2(x2 + 1)(x - 1)

_im DX =D, D =2 A
x>1" 2(x2 +D(X -1) x-1"2(x2+1) 4 2

1 1
ax +b-= ax+=--a-—=
X_

X—1"

= lim lim —%—% = |im
X—1" x-1 b= X—1" x-1 x>l (X-1)

NIl

—-a

Igualando queda a = —% y sustituyendo se tiene b = % -as= % N (_%) =1

3. Calcular la funcién derivada de las siguientes funciones:

a) f(x):2x3+i+5\/x2 b) f(x):zx_1 c) f(x) = xVx? +2
%5 2x +1
d) f(x) = xe3 1 e) f(x)=1In ix *2 ) f(x) = §x3 + sen2x
X —
Solucion

Para obtener las funciones derivadas usaremos la regla de la cadena y las reglas de derivacion de
las funciones elementales.
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2

Six5y

. , . ., . 1 g
a) Para derivar de forma mas sencilla, la funcion se escribe f(x) = 2x3 + —+ x? =2x3 + x
X

2 3
1 _2
derivando queda f'(x) = 2.3x>71 + (-5)x °>1 +§x5 =6x° -5x% + % X 5 =6x° - 5i + 2

x®  5Yx3

se aplica la regla de la derivada del cociente

b) Para obtener la funcion derivada de f(x) = 2x -1
2x +1

22x+1)-2(2x-1) A4x+2-4x+2 4
(2x +1)° (2x +1) (2x +1)°

quedando: f'(x) =

1
c) Para derivar f(x) = xVx? +2, la funcion se escribe f(x) = x(x +2) y utilizando la regla de la

derivada del producto queda:
1 2 x? X% +2+x% 2x%+2
f’(x)=\/x2+2+x§(x2+2)22x=\/x2+2+ = =

\/x2+2 \/x2+2 x2 42

2
d) Para calcular la funcién derivada de f(x) = xe3x"+1 hay que tener en cuenta la regla de la
derivada del producto y la derivada de la funcidon exponencial quedando:

2 2 2 2 2
f’(X) =e3x +1 + Xe3x +16X _ e3x +1 + 6X263X +1=esx +1(1+ 6X2)

., 2X +5 L . ., .
e) La funcién f(x) = In2X—+5 es composiciéon de un logaritmo y una funcién racional, por tanto su

derivada se puede calcular aplicando la regla de la cadena y operando queda:
1 2@x-5)-22x + 5) -20 -20

2x +5 (2x - 5)? T @2x+5)(2x-5) 4x2 25
2x -5

/(%) =

1
f) Para derivar esta funcibn mas facilmente se escribe f(x) = \/x +sen2x = (x +sen2x) y

derivando queda:

1 -7 (3x2 +2cos 2x)

f'(X)=%(x3 + sen2x)87 (3x2 + 20032x) = %(x3 + sen2x) 8 (3x2 + 20032x) = > =

8(x3 + sen2x)§

(3x2 + 2cos 2x)

8 8,/(x3 + sen2x)7

4. Calcular las derivadas de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

a) f(xX)=+Vx+2 en x=7y enx=-5 b) f(x)zi2 en x=-1lyenx=0
X
3x%+1  si 1 2x  si x<1
c) f(x)= o stx< enx=1y enx=0 d) f(x) = 5 enx=1
2x3+2  si x=1 X si x>1
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Solucién

a) En x = 7 la funcién f(x) =+vx +2 es continua y derivable. Calculando la funcién derivada de f

1 . 1 1

queda f'(xX)=————, y sustituyendoen x =7, f'(7) = —==.

2Jx +2 2Jo9 6
En x = -5 no tiene sentido hablar de derivada ya que en dicho punto no esta definida la funcion.
b) La funcidon derivada de f(x)= iz =x? es f'(x) = (—2)x‘3 = % y su valor en x = -1,

X X
f'(-1) = ‘23 =2.
-D

En x = 0, la funcién no es derivable ya que no es un punto del domino de f.

L. 3x?+1  si x<1 .
c) Se puede comprobar que la funcion f(x) ={ es continua en X = 1 y como su

2x3 +2 si x=>1

definicibn cambia antes y después de él, para calcular la derivada en este punto hay que hallar las
derivadas laterales:

_ 3 _ 3 3 B 2
1) = lim f(x)-f@) _ lim 2x° +2 4: lim 2x° -2 _ lim 2(x° -1 _ lim 2(x —D(x“ +x+1) _
x—1" Xx-1 x—1" x-1 x—1t X -1 x—»1t X-1 x—1" x-1
= lim 2(x®> +x+1) =6
x—1*
B 2 _ 2 2 B
f@) = lim fx)-fQ@ _ im 3x° +1 4: lim 3x“ -3 _ lim 3(xc -1 ~ lim 3x-D(x+1) _
X—=1" X = X—1" x-1 xo1- X-1 x—»1- X-1 X—1" x-1
= lim 3(x+1) =6
X—-1"

Al coincidir las dos derivadas laterales, f'(17)=f'(1") = 6, se concluye que f es derivable en x =1 y
f')=6.

Para calcular la derivada en x=0<1, se considera la definicibn de la funcién dada por
f(x) = 3x% +1 que tiene por funcion derivada f'(x) = 6x, luego f'(0) =0.

2X si x<1

2

] no es continua en x =1 ya que
X si x>1

d) Observar que en este caso la funcion f(x) ={

lim 2x = lim x2, luego se puede afirmar sin necesidad de célculo que no es derivable.
x—1" x—1"

5. Calcular la ecuacion de la recta tangente, si existe, a las curvas dadas por las funciones
siguientes en los puntos indicados :

a) f(x):x3+7x+2 en x=0 b) f(x):lnx2 en x=1
5x +1 si x<1
c) f(x) = 5 en x=1
X +3xX+2 si x2>1
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Solucién

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de y=f(x) en el punto dado por x
y —f(Xg) = F'(Xg)(X = Xg) .

o ©s

a) Se calcula la derivada de la funcion f(x) = x3 +7x +2 quedando f'(x) = 3x%2 +7, cuyo valor en el
punto x = 0 es f'(0) =7. Teniendo en cuenta que f(0) =2, la ecuacién de la recta tangente a la
grafica de f en el punto (0, 2) es y -2 =7(x -0), es decir, y = 7x + 2.
b) Se calcula la derivada de la funcion f(x) =1In x? quedando f'(x) = 2—)2( = E, cuyo valor en el punto
X X

x = 1 es f'(1) =2. Teniendo en cuenta que f(1)=In1=0, la ecuacidon de la recta tangente a la
gréfica de f en el punto (1, 0) es y -0=2(x-1), es decir, y = 2x - 2.

5x +1 si x<1

c) Se puede comprobar que la funcién f(x) = 5 es continua en x = 1. Para
XS +3X+2 si x>1

calcular la derivada en dicho punto se hallan las derivadas laterales ya que la definicion de f cambia
antes y después de él, quedando:
lim f(x) f(l): lim X +3Xx+2-6 X“+3x -4

@)= lim =22 = lim XEE3XEA g, EDXED iy (4 gy -5
x—1* X -1 x—1* x-1 x—1" x-1 x—1" x-1 x—1"

lim 2X+t1-6 _ i X5 im Mzs

@) = tim 1T _
X = x>l X-1 x>l X-=1 x—>1" X—=1

X—1"

Por tanto, la funcién es derivable en x = 1y f'(1) =5. La ecuacidon de la recta tangente a la gréfica
de fen el punto (1, 6) es y -6 =5(x -1), es decir, y = 5x + 1.

6. Halla los siguientes limites utilizando la regla de L™ Hopital:

. e* -1 . e* -1 . 2x —3senx + X cos X
a) lim ———— b) lim ———— c) lim
x—0 3)(2 - 2X X —>+00 |n(ex +1) x—0 x°
. In x . 2 . 1 1
d) lim ———— e) lim cos x1/sen’x ) lim -
X—1 3)(3 -3 x—0 Xx—0 Senzx X2
Solucién
. e* -1 0 . e* 1 1
a) lim ————=|— = lim = — -_=
x—0 3x2 —2x | O ]|(U'Hopital) x>0 6X -2 -2 2
X X
. e” -1 . . 1 .
b) lim —:Fﬁ} = lim —< = lim —— = lim (eX +1) = 400
x—>+o [n(e* +1) +00 | (L'Hopital) X >+0  @X X —>+00 X —>+00
ex + l ex + 1
. 2X —3senx + X cos X 0 . 2 — 3C0SX + COS X — Xsenx . 2 — 2C0SX — Xsenx
c) lim =|—= = lim = lim =
x—0 X2 O | (L'Hopital) x—>0 5x4 x—0 5x4
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10 B lim 2senx —senx — X Cos X __ lim SENX —XCcosX _ 0 _
O | (L'Hépital) x—0 20x3 x—0 20x3 0 | (L'Hépital)
. COS X —COS X + Xsenx . xsenx |0 senx + X cos X 0
= lim = |lim ———— == = im =—/— "~ ~>"""" _|=Z —
x—0 60x2 x—0 B60x2 O | (L'Hopital) x—0 120x O | (L'Hopital)
_ |im CSOSX tCOSX - xsenx .. 2cosx+xsenx 2 1
x—0 120 x—0 120 120 60
1
. In x 0 . % . 1 1
d) Iim —/———=|—= = lim X = lim — ==
x—1 3x3 -3 O |(U'Hopital) x—>1 9x2 x—>1 9x3 9
2 lim 12 (cos x-1) lim COS);_l {9} lim —_—Senx__
e) lim cos Xl/sen X _ [1”0] — @X~0 sen“x = @x~0 sen“x e 0 — ex—0 2Senxcosx —
Xx—0 (L'Hopital)
i -1 -1
li — 1
— @x>02C0SX —@ 2 = _—__
Je
2 2
. 1 1 . X< —sen“x o . . .
) lim [ 5 ——2]=[+oo—oo]: lim | =——5——|= [—} en este caso si aplicamos directamente la
x—-0 (sen“x X x—-0 | x“sen“x 0

regla de L’'Hobpital el proceso no se acaba. Por ello vamos a sustituir la equivalencia “senx ~ X si
X — 0”7 cuando senx aparezca como factor, es decir, en el denominador, quedando

2 2 2 2
. X< —sen“x . X< —sen“x 0 A
lim | ————>|=Ilim | =————=|=|—=| y ahora se resuelve por la regla de L'Hopital
x—0 X2X2 Xx—0 X4 0

. x? — sen®x 0 . 2X —2senx cos X . 2X —sen2x
im | —— | =|—= = lim = lim | ————— | =
Xx—0 X4 O |(L'Hopital) x—0 4X3 sen2x=2senx cosx X—0 4X3

0 . 2 -2c0s2x 0 . 4sen2x 0 . 8cos2x
== = Iim | —————— | =| = = Iim | —|=|= = lim | ——— | =
0 |(L'Hépital) x—0 12x2 0 |(L'Hopital) x—0 24x 0 | (L'Hopital) x—0 24

8
24

Wk
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