CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 2. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Autoras: Gloria Jarne, Esperanza Minguillon, Trinidad Zabal

ECUACIONES POLINOMICAS CON UNA INCOGNITA

Las ecuaciones polindmicas son aquellas equivalentes a una ecuacién cuyo primer término es un
polinomio y el segundo es cero. Asi, una ecuacién polinémica de grado n se puede escribir de la
forma:

an X"+ @ X"+ ... +ax+a =0
donde a,, a1, ... Y @ son los coeficientes de la ecuacion y a,= 0
Ejemplo 6:
a) 4x -5 = 0 es una ecuacion polindmica de grado 1
b) 3x? - 5x + 8 = 0 es una ecuacién polinémica de grado 2

c) 1-x®=7+ 2x esuna ecuacién polinémica de grado 6

-1 2-1 , L
d) XT =X 2 esuna ecuacion polinomica de grado 2

- . o 1 x2-1
e) Las siguientes ecuaciones no son polindmicas: 4x - 5\x = 0, 1 + e = 7, X = 3

Ecuaciones polindmicas de primer grado

Una ecuaciéon polindmica de primer grado o lineal es equivalente a una de la forma ax + b = 0, con
a=0.

Para resolverla se pasan todos los términos con x a un miembro y los que no tienen x al otro, por
ultimo se despeja la incognita y se obtiene una Unica solucion:

ax+b=0 = ax=-b=0 :x=f

Ejemplo 7: Para resolver la ecuacion 7x - 18 = 3x, se realizan los siguientes pasos:

190) se pasa 18 sumando al segundo miembro 7x = 3x + 18
29) se pasa 3x restando al primer miembro 4x = 18
30) se pasa 4 dividiendo al segundo miembro X = 14—8 = %

Por tanto, la ecuacién 7x - 18 = 3x tiene una Unica solucion que es x = 5

Ecuaciones polinomicas de segundo grado

Una ecuacion polindmica de segundo grado o cuadratica es equivalente a una ecuacién de la forma
ax*+ bx+c=0,cona=0.

Se puede demostrar que las soluciones de una ecuacidon de segundo grado vienen dadas por:

 bi~Fdac

- 2a

A la expresion b* - 4ac que aparece dentro de la raiz cuadrada de la formula anterior se le llama
discriminante de la ecuacion. Teniendo en cuenta que para resolver la ecuacién es necesario
calcular la raiz cuadrada del discriminante se tienen los siguientes casos:
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e Sib?-4ac > 0 entonces la ecuacidn tiene dos soluciones distintas.

e Si b? - 4ac = 0 entonces la ecuacién tiene una Unica solucién que es doble o de multiplicidad
2 (se puede considerar que la ecuacion tiene dos soluciones iguales).

e Sib?-4ac < 0 entonces la ecuacidon no tiene solucion.

Observar que en esta unidad se considera que se resuelven las ecuaciones en el conjunto de los
nameros reales. Si se hiciera la resolucién en el conjunto de los nUmeros complejos, la conclusion
del apartado c) seria que la ecuacién no tiene raices reales pero si complejas. (Ver la Unidad
Didactica de Numeros Complejos)

Ejemplo 8: Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:

1
-5+4+/52-4.2.(-3) -5+y25+24 -5+449 -5+7 3
2.2 = 4 =74 = =

a) 2x* + 5x - 3 = 0. Aplicando la férmula se tiene x =

4
-3
1
Por tanto, las soluciones son x = SYyXx= -3.
. . . 12 +/122 - 4.4.9 12 +[144 - 144 12

b) 4x%- 12x + 9 = 0. Aplicando la férmula se tiene x = >4 = 3 =g = %

Por tanto, la Unica solucién es x = 5 quees doble o de multiplicidad 2.

. 2++(-2)2-4.1. 2++-32 .

c) x*>-2x+ 9 = 0. Aplicando la férmula se tiene x = ( % 9 = 4 3 y se concluye que no existe solucion ya

que el discriminante es negativo.

En la resolucién de determinadas ecuaciones polindmicas de grado 2 no merece la pena aplicar la
formula anterior. En concreto, cuando el coeficiente b o ¢ es cero la resolucion es inmediata
teniendo en cuenta que:

e Sib =0, se tiene la ecuacién ax* + ¢ = 0 que se resuelve despejando x* y tomando raices
cuadradas si es posible

-C - . =C
ax*+c=0 = x2=g = X=i\/:, si

e Sic =0, setiene la ecuacidon ax> + bx = 0 y se resuelve sacando factor comun la incognita x
y teniendo en cuenta que para que el producto de dos factores sea 0 basta que lo sea uno de
ellos

(9]
v
o

ax*+bx=0 => x(@ax+b)=0 = -b

Ejemplo 9: Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) 5x? - 20 = 0. Despejando x? se tiene x*> = 4 y tomado raices cuadradas x = r\/Z = +2. Por tanto, las soluciones de la
ecuacion son x = -2y x = 2.

i ) -7 , .
b) 3x? + 7 = 0. Despejando x? se tiene x? = 3 Y como el cuadrado de un numero no puede ser negativo se deduce que la

ecuacion no tiene soluciones.
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c) -3x*> + 4x = 0. Sacando factor comun la x se tiene x(-3x + 4) = 0. Teniendo en cuenta que para que el producto de dos

4
factores sea 0 basta que lo sea uno de ellos, se obtiene que o bien x = 0 o0 bien -3x + 4 = 0, es decir x = 3 Por tanto, las

. L. 4
soluciones de la ecuacion son x =0y x = 3

Es Util tener en cuenta que si la ecuacion ax> + bx + ¢ = 0 tiene como soluciones r; y r, se puede
escribir de las siguientes formas:

e a(x-n)kxx-r)=0

. . b
e x?-sx+ p =0, siendo s la suma de las soluciones, s =r, + = - > YP el producto de las
. c
mismas, p=r L= 5
Ejemplo 10:
. -12417-4(3).2 -1x41+24  -1242 -1+ 3
a) Las soluciones de la ecuacién -3x*> + x + 2 = 0 son x = 2(_3)( 3) = 6 = 3 2 _ 6 2 _.3

1
., - -2 . 2
Por tanto, la ecuacion se puede escribir, -3 (x - ?) (x-1) =0, es decir, -3 (x + 3) (x-1)=0.
b) La ecuacién x* + 2x - 15 = 0 se puede resolver teniendo en cuenta que si r; y r> son las soluciones de la ecuacién se ha
de verificar que r; + r, = -2y r; r, = -15. Por tanto, es inmediato que las soluciones de la ecuaciéon son r; = -5y r, = 3.

¢) La ecuacién de segundo grado que verifica que la suma de sus soluciones es 5y el producto 7 es x> -5x + 7 = 0

Ecuaciones polinomicas de cualquier grado
Una ecuacién polindmica de grado n es equivalente a una de la forma
anX"+ a X'+ ... +a,x+a =0,cona,=0

Si en una ecuacién polindmica el polinomio estad factorizado (estd expresado como producto de
polinomios de grado 1 o de mayor grado pero sin raices reales), es inmediato el céalculo de sus
soluciones teniendo en cuenta que un producto de factores es igual a cero si y sélo si alguno de los
factores es nulo. De esta forma, las soluciones de la ecuacion se obtendran resolviendo cada una de
las ecuaciones polindmicas obtenidas al igualar cada uno de los factores a cero.

Ejemplo 11: La ecuacién (2x* + 5)(x - 3)(1 + x) = 0 tiene por soluciones x =3 y x = -1.

En efecto, al estar factorizado el polinomio, las soluciones de la ecuacion se calculan resolviendo las siguientes ecuaciones:
2x* + 5 = 0 que no tiene soluciones

X - 3 = 0 cuya solucién es x = 3

1 + x = 0 cuya solucién es x = -1
Los siguientes resultados permiten, en algunos casos, factorizar un polinomio:

e Si no hay término independiente, es decir a, = 0, se saca factor comun la mayor potencia
posible de x

e La diferencia de cuadrados es igual a la suma por la diferencia
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¢ Si un polinomio de coeficientes enteros es divisible por x - x,, con X, un nimero entero,
entonces x, es divisor del término independiente a,

e Un polinomio es divisible por x - x, < X, es solucion de la ecuacién polindmica resultante de
igualar ese polinomio a cero

Ejemplo 12 : Resolver las siguientes ecuaciones:

a)

b)

9]

d)

e)

2x-3)(1-x)(x+6)=0

Como el polinomio estd factorizado las soluciones de la ecuacién son los niumeros que anulan uno cualquiera de los
factores:

2x-3=0<:>x=% l1-x=0sx=1 X+6=0sx=-6

. 3
Por tanto, las soluciones son x = 5 X = lyx=-6.

2x3 +5x* =0

Para resolver esta ecuacidn, al ser el término independiente 0, se saca factor comdn x?, quedando x> (2x + 5) = 0. Al

estar el polinomio factorizado las soluciones son los nimeros que anulan uno cualquiera de los factores:
N -5
x* =0« x = 0doble 2X+5=0<:>X=7

Por tanto, las soluciones son x = 0 dobley x = %

x*-25=0

Teniendo en cuenta que el polinomio x* - 25 es diferencia de cuadrados (los cuadrados de x*> y de 5), la ecuacidn se
puede escribir de la forma (x> + 5)(x* - 5) = 0.

Las soluciones de la ecuacidon son los nimeros que anulan uno cualquiera de los factores. Como la ecuacién x> + 5 = 0 no
tiene solucidn, las Unicas soluciones de la ecuacién inicial son las de x*> - 5 = 0, es decir, x = \/!_5 y X = -\/3.
4 +8x*-x-2=0

Para factorizar el polinomio 4x®> + 8x?> - x — 2 se tiene en cuenta que los divisores enteros del término independiente, -2,
son 1, -1, 2 y -2. Sustituyendo x = 1, x = -1, x = 2 y x = -2 en la ecuacidn se observa que Unicamente x = -2 es
solucién. Dividiendo 4x® + 8x% - x - 2 entre x - (-2) = x + 2, mediante la Regla de Ruffini, se obtiene:

4 8 -1 -2
-2 -8 0 2
4 0 -1 0

Por tanto, el polinomio se puede escribir de la forma 4x® + 8x? - x - 2 = (x + 2) (4x* - 1) y la ecuacién inicial se puede
expresar como (x + 2) (4x*> - 1) = 0. Asi, las soluciones de la ecuacién son los nimeros que anulan uno cualquiera de los

factores:

NS
x
Il
I+
N~

X+2=0ox=-2 4x°-1=0x*=

1 -1
Por tanto, las soluciones son x = -2, x = SYX=75.

X -x*-4x*-4x>-5x-3=0

Aplicando la Regla de Ruffini para factorizar el polinomio x> - x* - 4x - 4x? - 5x - 3, se obtiene:
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1 -1 -4 -4 -5 -3
-1 -1 2 2 2 3

1 -2 -2 -2 -3 0
-1 -1 3 -1 3

1 -3 1 -3 0
3 3 0 3

1 0 1 0

Asi, la ecuacidn inicial se puede expresar de la forma (x + 1)?(x - 3) (x* + 1) = 0. Como el polinomio estd factorizado las

soluciones de la ecuacién son los nimeros que anulan uno cualquiera de los factores:
(x + 1)2’=0 < x = -1 doble x-3=0sx=3 x* + 1 = 0 no tiene solucién

Por tanto, las soluciones son x = 3y x = -1 doble.

Ecuaciones bicuadradas

Una ecuacién bicuadrada es una ecuacion polindmica de grado cuatro equivalente a una de la forma
ax*+ bx>*+c=0,cona=0.

Una ecuacién de este tipo se resuelve transformandola en una ecuacién de segundo grado con el
cambio de variable t = x2. Sustituyendo en la ecuacidn inicial se obtiene la ecuacién polindémica de
grado dos, at* + bt + ¢ = 0. Resolviendo esta ecuacion y considerando que x = + \/_t, se obtienen, si
existen, las soluciones de la ecuacién inicial.

Ejemplo 13: Resolver la ecuacién x* - x> - 6 = 0.

. £412-4.1.(- -/ + 3
Haciendol’=xzse0btienelaecuacionl’z—t-G=O,dedondet’=1 L 241(6)=1 225 =125={2

Por tanto, las soluciones de la ecuacién inicial son Unicamente x = J_r\/§ ya que + \/-2 no son numeros reales.
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