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INTEGRALES INMEDIATAS

Hay casos en los que la integral indefinida se calcula de forma inmediata, ya que la funcién
integrando es la derivada de una funcidon conocida. Se llaman integrales inmediatas a aquellas
cuya expresion puede ser obtenida a partir de la tabla de derivadas de las funciones elementales. A
continuacion, se exponen las integrales inmediatas mas utilizadas, siendo la segunda columna una
generalizacion de la primera.
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A partir de esta tabla y utilizando las propiedades de linealidad de la integral se pueden calcular
algunas integrales indefinidas.

Ejemplo 5 (relativo a integrales que se resuelven aplicando la primera columna de la tabla anterior)

4 3 2 4 3 2
a) J'(2x3+5x2—7x+1) dx :2Ix3dx+5fx2dx—7jxdx+jdx= 22X 45X X e =X X X e
4 3 2 2 3 2
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Ejemplo 6 (relativo a integrales que se resuelven aplicando la segunda columna de la tabla anterior)

a) j(1—2x)3 dx , al ser la funcién integrando una potencia de base (1-2x)veamos si se puede aplicar la igualdad de la tabla

(f (X))a+1

a+1l

dada por: [(f (x))"f(x)dx = +C con a=3

Para ello se necesita tener en la funcion integrando la derivada de la base que en este caso es -2, por lo que se multiplica 'y
divide por este numero y aplicando la linealidad de la integral queda:

3. -2 3,1 3 _ 1(1—2X)4 B (1—2x)4

[(1-2x) dx_j_—2(1—2x) dxzj'(l—ZX) (-2)dx =S =—=—+C=——=—+C
! 1(3x-2" | (3x-2)s Jax—-2)

b) j\/SX dx—j'(3x 2)3 dx—I (Bx - 2)3dx—§I(3x—2)33dx—§ 1+1 = 7 +C = 2 +C

1OX 7 2

X =In({5x° -7x+1)+C
9 Jo _zxrz N )
32 dx 3dx 2\/—
=—+3x+2+C

IJsx+2 323x+2 j2J3x+2 3

En este caso, la funcién integrando se ha multiplicado y dividido por 3 para tener la derivada del radicando y se ha
multiplicado y dividido por 2 para tener la derivada de la raiz.

-4x 4 o4x B _ax 1y
H fedx = [Tedx = Lfe(-4)dx = -Te P+ C
sen x
3% X cosx dx = +C
2 I In3
hy [XOX2xdX e ¢
V54 x2 7 25+ x2
i) J.COSSXdX = J.§COS3XdX :}J.3C053de :sen3x +C
3 3

INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

Dada la integral jf(x) dx, si consideramos x como una funcién de otra variable, x = g(t), entonces
dx = g'(t) dt, y sustituyendo en la integral inicial se obtiene '[f(g(t)) g'(t) dt.

En el caso de que esta segunda integral sea mas sencilla que la primera, se resuelve en la variable t
y posteriormente se deshace el cambio de variable sustituyendo t en funcién de x.
En resumen, para realizar un cambio de variable en una integral se realizan los siguientes pasos:

1.- Se elige el cambio de variable que se quiere realizar indicando la expresidon que relaciona
la variable x inicial con la nueva variable t.

2.- Se calcula dx en funcién de la variable t y dt.

3.- Se sustituye en la integral la variable x y dx por las expresiones en la variable t y dt. La
nueva integral obtenida solamente debe depender de t.

4.- Se resuelve esta integral, obteniendo la solucion en la variable t.

5.- Se deshace el cambio de variable, dando el resultado en la variable inicial x.
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Ejemplo 7:

2) J. \/XX—Z

de variable Jx -2 =t , elevando al cuadrado queda x -2 =t? y despejando x, x =t +2

dx , esta integral no es inmediata ya que no se ajusta a ningun caso de la tabla. Para resolverla se hace el cambio

Diferenciando la igualdad anterior se obtiene dx = 2t dt.

Sustituyendo el cambio en la integral inicial y resolviendo la integral obtenida queda:
t2+2

jt +22tdt—2j tdt = 2[ (2 o[t RS
= = =2[(@* +2)dt = 2[t dt+4jdt_2§+4t+c

X
I Jx—2

Deshaciendo el cambio resulta J.

X 2 3
dx = =(Vx-2) +4Jx-2+C
VX =2 3( )

X . . .
, para resolver esta integral se hace el cambio de variable e* =t
1

Diferenciando la igualdad anterior queda e*dx = dt, es decir, dx = d—: = %

e

Sustituyendo en la integral inicial y resolviendo se obtiene:

j?:f’l( J' t° — [t dt_J't:Jlr Lt = I(l—ijdt:jdt—j%dt:t—ln(t+1)+C

(t+1) t Jt+a

2x
Deshaciendo el cambio de variable resulta: j% =eX*-In(e*+1)+C
e* +

Observacion: Las integrales inmediatas generalizadas (segunda columna) también se pueden
calcular mediante cambio de variable.

Ejemplo 8:

a).[(l—2x)3 dx , esta integral es inmediata como se ha comprobado en el ejemplo 6, pero también se puede resolver
t=1-2x

realizando el cambio de variable
dt = -2dx

Sustituyendo en la integral inicial y resolviendo se obtiene:
j(1—2x)3dx:jt3$=—1jt3dt:—“ rC=-ta-2x)+c
-2 2 2 4 8

) J~ cos x dx
«3/3senx—1'

derivada del radicando.

esta integral es inmediata y se puede resolver aplicando la tabla, ya que es facil obtener en el numerador la

t=3senx -1

También se puede resolver mediante el cambio de variable dt
dt =3cosxdx = cosxdx =3

Sustituyendo en la integral inicial y resolviendo se obtiene:

cos x dx 11 1. 1t2/3 _ 13
J —fdt =7.[t 13t = = \/ +C —74 3senx — 1) +C
33senx — I 3 3

2 "
3

INTEGRACION POR PARTES

Sean u(x), v(x) funciones derivables, teniendo en cuenta que la derivada del producto es:
(UYIV(X))" = u'(XIV(X) + u(x)v'(x)

integrando queda:

J(u(x)v(x))'dx = ju'(x)v(x) dx + Iu(x)v'(x) dx , es decir,

u(x)v(x) = Ju'(x)v(x) dx + ju(x)v'(x) dx

Despejando el ultimo sumando se obtiene: .fu(x) Vv'(xX) dx = u(x)v(x) - .fu'(x) v(x) dx
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Teniendo en cuenta que du= u’'(x) dx y dv= v’(x) dx, en la practica la férmula de integraciéon por
partes se escribe:j u dv =uv —I v du
La expresion de integracidon por partes permite escribir una integral en funcién de otra, y seré util si

ésta ultima es mas sencilla que la inicial. Algunas veces es necesario emplear el método varias
veces 0 bien combinarlo con otros métodos.

Ejemplo 9:

a) J'(Zx +1)e*dx
du = 2dx

X

u=2x+1

Para resolver la integral, se consideran las siguientes partes: { de donde se obtiene {

v = e*dx v=e

Aplicando la férmula de integraciéon por partes queda:

J'(Zx +1De*dx = 2x +1)e* —J'Zexdx =(2x+1De* -2e* +C

b) j(x2 - 5)cos x dx

u=x2-5

V =senx

Se consideran las siguientes partes:
dv = cos x dx

de donde se obtiene {du = 2xdx

Aplicando la formula de integracion por partes queda:
J'(xz —5)cosx dx = (x? —5)senx — J'2x senx dx = (x? —-5)senx — ZI x senx dx

Para resolver la integral Ixsenx dx , se aplica de nuevo el método de integracion por partes:

= du=d
u=x de donde se obtiene u X
dv = senx dx V = —COS X

Por tanto, Jx senx dx = —XCOS X — I—cos XdX = —=xcos X +senx +C
Sustituyendo en la integral inicial se obtiene: j'(x2 —5)cos X dx = (x? —5)senx + 2x cos X — 2senx + C

c) jx3lnxdx

[~

du = —dx
u=Inx
Para resolver la integral, se consideran las siguientes partes: 3 de donde se obtiene f
dv = x~dx X
V=
4
Aplicando la formula de integracion por partes queda:
4 4 4 4 4 4 4
Jx3lnxdx = X—Inx—.[x—l dx = X—Inx—l.[ xdx+C = inx-2X tc =X nx-X 4c
4 4 x 4 4 4 4 4 4 16

Observacion:
En general, las integrales del tipo IPn(x)eaX dx, IPn(x)sen ax dx, IPn(x)cosax dx siendo P,(x)

un polinomio de grado n, se resuelven utilizando el método de integracion por partes tomando
u = P,(x). Sin embargo, en las integrales del tipo IPn (x)Inxdx , se toma u = Inx

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Se denomina funcidén racional a cualquier funcién de la forma:

P(X) ay+ax+..+a,x"
Q(X) by +bx+..+bx"

siendo a; ,b; eR

En este apartado Unicamente consideraremos funciones racionales en las que las raices de Q(x)
sean reales.
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Algunas funciones racionales se integran de forma inmediata; entre otras las fracciones simples

A
de la forma———conne R
(ax + b)

Ejemplo 10:

a)jxdj‘s —In(x-5)+C

(x+1)° N 1
-3 3(x+1)°

II
(@]
Il
|
+
O

b) Ix+1 .[x+1) dx

2x -5 2
C) jmdx =In(x® -5x-2)+C

1 4dx 4dx
==In(4x +1
)I4x+1 44x+1 J-4x+1 4n( x+D+C
-1
_ _ 3x+1
&) [T 713 1) tax =L [(@x 1) 23k = LYo T ¢
(3X+1)2 3 3 3 -1 3(x+1)

(%)

Si la integral I P
Q(x)
Caso I: Si gradoP (x)> grado Q(x) se realiza la division de los polinomios

P (x) (x) R(x)

Sea C (x) el cociente de la divisién y R(x) el resto, se cumple que: ——==C(x)+

Q(x)

dx no es inmediata, se procede de la siguiente forma:

gradoR (x)< grado Q(x)

Por tanto, j ;dx jC dx+j );; X
La integral IC dx es inmediata y la integral j

R(x)
Q(x)

dx en caso de que no sea inmediata, se puede

resolver como se indica en el caso II.

Ejemplo 11:
a) jx +1dx , como el grado del polinomio del numerador no es menor que el del denominador, se realiza la division:
X —
x+1 [x-1
+1 2
x+1 1 Por tanto, =1+
X-1 x-1

/ 2

Integrando se obtiene I dx —Ildx+j dx =x+2In(x-1)+C

b)j

dx como el grado del polinomio del numerador es mayor que el del denominador, se realiza la division:

x2+ 1 [x-2

-x2 +2x X+2
x2 +1
/ 2x +1 Por tanto, =X+2+
X -2 X -2
-2X+4
5
241 5 x2
Integrando se obtiene .[ dx =J' X+2+ dx =—+2x+5In(x-2)+C
-2 X-2 2
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Caso I1: Si gradoP (x)< grado Q(x) se factoriza Q(x) (Ver Unidad didactica 2) para descomponer

P(x)
Q(x)

en suma de fracciones simples de la siguiente forma:

- Por cada raiz real simple a, se considera una fracciéon del tipo donde A es una

constante real a determinar.

- Por cada raiz real multiple a de multiplicidad r, se cosideran las r fracciones siguientes A ,
X—a
A > e A . donde Aq, A,,..., A, son constantes reales a determinar.
(x—a) (x —a)
. . . . P(x) .
Para determinar las constantes anteriores, se iguala el cociente a la suma de las fracciones
Q(x)
. . . - . P (x) ,
simples consideradas. Una vez determinadas, la resolucién de la integral se reduce al calculo
Q(x)
de las integrales de las fracciones simples, aplicando la propiedad de linealidad.
Ejemplo 12:
a) j%dx , como el grado del polinomio del denominador es mayor que el del numerador, en este caso no hay que
X7 —9X +

realizar la division. Se calculan las raices del denominador para factorizarlo:

++/25 - + 2
x> -5x+6=0, x = 2% 225 24:551:{3 , por tanto, x2 -5x+6 = (x —2)(x - 3)
Se descompone x4+l como suma de fracciones simples x+1 -_A + B = A(X=3) + B(x = 2)

x2 -5x +6 x2-5x+6 X-2 x-3 (x -2)(x -3)

Para determinar las constantes A y B, al ser iguales los denominadores se igualan los numeradores:

X+1=A(X-3)+B(x-2)

y en esta igualdad se dan dos valores a la variable x (preferentemente los valores de las raices de Q(x) por simplicidad en los

, X=2 = 3=-A= A=-3
célculos):
Xx=3 = 4=B
Por tanto, la integral inicial queda:j x+1 x:j =3 dx+j 4 dx = -3In(x-2)+4In(x -3)+C
x° -5X +6 X -2 X -3

X X
) J.x2—2x+1='[(x—1)2dx

Se descompone el cociente de polinomios como suma de fracciones simples teniendo en cuenta que 1 es raiz doble del
polinomio del denominador:

x=1=1=8B
X=0=>0=-A+B=> A=B=1

X _ A + B :A(x—1)+B
(x-1 x-1 (x-1° (x-1)°

= X=AKX-1)+B ; {

Por tanto, la integral inicial queda:

X 1 1 2 x-1* 1
= dx + dx=InX-D+|(xX-D)“dx=In(x-1)+~——+C=In(x-1) - +C
| el oy '[(x—l)z (x-D+[(x-1 (x-D+=— x-D-——
c) f%dx , factorizando el polinomio del denominador queda x3 +4x? = x?(x + 4)
X° + 4x
Teniendo en cuenta que x=0 es una raiz doble y x=-4 es simple, la descomposicién en fracciones simples de 3#42 es
X° + 4x
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2 A,B, C _ AX(X + 4) + B(X + 4) + Cx?

- + = 2= AX(X +4) + B(x + 4) + Cx?
x3+4x? x x® x+4 X?(x + 4)

Dando 3 valores a la variable x obtenemos un sistema de ecuaciones cuyas soluciones son las constantes a determinar:

X=0 =>2=4B=> B:%

x:—4:2:C(—4)2:>C:%
X=-1=22=-3A+3B+C :>3A:3B+C—2:§+1—2:_—3: A:—1
2 8 8 8
Por tanto, la integral inicial queda:
_ -1
I#dx=—ljldx+ljgdx+lj 1 dx=—llnx+lx—+lln(x+4)+c=1Inx—i+lln(x+4)+c
x3 4+ 4x2 8 7 x 27 %2 8/ x+4 8 2-1 8 8 2x 8

dx
d -
) J5x2 -11x -12

Se calculan las raices del denominador para factorizarlo:

oo 11£4121+4240 11219

10 10

3
5x2 -11x-12=0, 4 ,por tanto, 5x?-11x —12 = 5(x —3)[x +gj =(x-3)(5x + 4)

5

1 1 A + B  ABGx+4)+B(x-3)

Se descompone —————— como suma de fracciones simples > = =
5x° -11x -12 5x° -11x-12 x-3 5x+4 x-3)(5x+4)

Para determinar las constantes A y B, al ser iguales los denominadores se igualan los numeradores:

1=ABx+4)+B(x-3)

XxX=3 = 1=19A = A= 1
Dando dos valores a la variable x: 19
4 19 -5
X=-— = 1=-—/B = B=-—
5 5 19
Por tanto, la integral inicial queda:
J- dx :J~ dx _ (1 dx +J~ _5) dx 1 dx 1 5dx :iln(x—S)—iln(5x+4)+C
5x2 —11x —-12 x-3)x+4) 19x-3 19)5x+4 19°x-3 19'5x+4 19 19

.. . - . L . . 1 A B
Observacion: En este ejercicio se ha considerado la descomposiciéon en fracciones simples

1 A
5x% _11x-12 x-3
X+g

lugar de

para que sea mas sencillo el calculo de las constantes.
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