CURSO BASICO DE MATEMATICAS PARA ESTUDIANTES DE ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
Unidad diddctica 8. Introduccidn a la integracién

Autoras: Gloria Jarne, Esperanza Minguillon, Trinidad Zabal

5. Calcular las siguientes integrales racionales:

dx

1 1 X
a)| ———dx b)| ——————dx )| ——— d)| ———dx
)Ix2+x—2 )J‘2x2—9x—5 )J.6+x—x2 )Ix2+6x+9
dx 3x2 -5x +7 X =2 x3-4
e f dx dx h) | ——dx
)'[16x3—8x2+x '[x3+2x2—7x+4 g)'[x?’ 2x% —16x + 32 )Ix2+2x

Solucién

a) Como el grado del polinomio del numerador es menor que el del polinomio del denominador para
resolver la integral racional se descompone el integrando en suma de fracciones simples. Para ello
factorizamos el denominador:

1+ -1+ 1
x?4+x-2=0, x= 1_21+8= 12_3={ ) de donde x?+x—-2=(x-1)(Xx+2)
Asi, 1 _ A N B =A(x+2)+B(x—1)
x2+x—-2 x-1 x+2 X -1D(X+2)

Al ser iguales los denominadores, se tiene: 1= A(X+2)+B(x -1)

X=1=21=3A=> A=%

Para obtener los valores de A y B se dan dos valores a x:
-1
x=—2:>1=—3B:>B=?

Y3, -13

x2+x—2=x—1 X +2

J'Z;dx=.|‘( 13 +‘1/3]dx=1j 1 dx—lj ! oax=tinx—1)-Linx+2)+c =
XS +X-=-2 X-1 X+2 3" x-1 3X+2 3 3

=In,3/x_1+C
X+2

b) Descomponemos el integrando en suma de fracciones simples. Para ello factorizamos el
denominador a partir de sus raices:

Por tanto, , € integrando:

—_— 5
+
2x? -9x -5=0, X=W= 1 de donde 2x2—9x—5=2(x—5)(x+%)=(x—5)(2x+1)
2
Asi, 1 A N B  A@x+1)+B(x-5)

2% —9x -5 X-5 2x+1 (x-5(2x +1)
Al ser iguales los denominadores, se tiene: 1= A2x +1)+ B(x - 5)

x=—1:>1=—£B:>B=—i
Para obtener los valores de A y B se dan dos valores a x: 2 2 11

X=5=>1=11A> A=i
11

1 _ 111 211

Por tanto, =
2x2 _-9x -5 x-5 2x+1

, € integrando:
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I _I[l/ll —2/11)dx 11 dx—ij 1 e
-9x -5 X-5 2x+1 11 -5 117 2x+1
=i 1 oax-L1_2 dx=iln(x—5)—iln(2x+1)+c=In141/X_5
117 x -5 117 2x+1 11 11 2x +1

c) Descomponemos el integrando en suma de fracciones simples. Para ello factorizamos
denominador a partir de sus raices:

-1+ -2
6+Xx—-x>=0, x=1_—]2'+24={3 de donde 6+ x—-x%=—-(x+2)(x=-3)=(x+2)3B-X)
1 A B A(3 X)+ B(x +2)

Asi,

+
6+ X — X? x+2 3-X xX+2)(3-X%)
Al ser iguales los denominadores, se tiene: 1= AB-X) + B(x +2)
1
x=3:>1=5B:>B=g

Para obtener los valores de A y B se dan dos valores a x: 1
X=-2=>1=5A> A=§

Por tanto, 1 = 5 + 15 , € integrando:
6+Xx—-x> X+2 3-X
j— _j[l/s 1/5]dx=ledx+1— =—j— ——j
6+X-X X+2 3-X 5/ x+2 5 3- x

1 X+2
=—Inx+2 -=InB-x)+C =1In} +C
= ( ) 5 ( ) ‘/3—x

d) Al ser x? + 6x + 9 = (x + 3)?, la descomposicién en fracciones simples es:

X A N B _A(x+3)+B
x24+6x+9 XxX+3 (x+3)3 (x +3)?

Al ser iguales los denominadores, se tiene: x = A(x+3)+B

Para obtener los valores de A y B se dan dos valores a x:
X=-3=2>-3=B=>B=-3
X=0=>0=3A+B=0=3A+(-3) > A=1

X 1 -3 .
Por tanto, = + e integrando:

X2 +6X+9 X+3 (x+3P°

J'Z;dx=j . _32 dx=I 1
X“+6xX+9 X+3 (x+3) X+3

=In(x+3) + 3
X+3

(x-3)™*
-1

dx—3j(x+3)‘2dx=ln(x+3)—3 +C =

+C

e) Descomponemos el integrando en suma de fracciones simples. Para ello factorizamos
denominador a partir de sus raices:

el

el
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X =0
16x° -8x? +x =0 & x(16x* -8x +1) =0 = +64
16x2—8x+1=0:>x=$=% (doble)

2
Por tanto, 16x> - 8x® + x = 16x [x - %) = x(4x - 1)?

) 1 A B C A(4x —1)* + Bx(4x — 1) + Cx
AS' 7 — + + > = >
4x -1 (4x-1) xX(4x —1)

16x3 - 8x%2 +x X
Al ser iguales los denominadores, se tiene: 1 = A(4x —1)? + Bx(4x —1) + Cx

1
Para obtener los valores de A, By C se dan tres valores a X: {X = . =>1= % =>C=14

X=1=21=9A+3B+C=>B=-4

1 1 -4

Por tanto, 3 5 =+ + =,
16x° —-8x“+x X 4x-1 (@(4x-1)

e integrando:

1 1 -4 4 1 4
dx = || =+ + dx = [ =dx - dx + | (Ax =1 24dx =
'[16x3—8x2+x I[x 4x -1 (4x—1)2] Ix I4X_1 I( )

-1
(4)(—1+C=Inx—ln(4x—1)— 1 +C=In—2— - = +
1 4x — 4x -1 4x -1

=InXx-In(4x -1) + C

f) Se factoriza el polinomio del denominador x> +2x? — 7x + 4, para lo que se calculan sus raices:

1 2 -7 4
1 1 3 -4
1 3 -4 0

1 1 4
1 4 |o
-4 -4
1 |o

Por tanto, el polinomio del denominador se puede escribir x® +2x? - 7x+4=(x+4)((x-1)7° vy la
descomposicion en fracciones simples queda:

3x*-5x+7 A ., B, C _A(X-1)° + B(x + 4)(x —1) + C(X + 4)
X2 +2x%2-7x+4 X+4 x-1 (x-1)° (X + 4)(x - 1)?

Al ser iguales los denominadores, se tiene: 3x? —5x + 7 = A(X — 1) + B(X + 4)(x —1) + C(X + 4)

X=-4=75=25A= A=3
Para obtener los valores de A, By C se dan tres valoresa x: {x=1=5=5C = C =1
X=0=>7=A-4B+4C =>B=0

3x? -5x +7 3 0 1 3 1
3 2 = + + 2 = +
X®+2X°-7x+4 X+4 X-1 (x-1) X+4 (x-1)

Por tanto, > € integrando:
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2_
I 33X 25X+7 dx=I s , 1 > dx=3j 1 dx+j(x—1)‘2dx=
x3+2x% -7x +4 X+4 (x-1) X+4

_ -1
=3In(x+4)+%+c=3ln(x+4)— 11+C

g) Se factoriza el polinomio del denominador x® —2x? —16x + 32 :

1 -2 -16 32
2 2 0 -32
1 0 -16 0

Por tanto, el polinomio  del denominador se puede escribir de la forma
x3 —2x% —16x +32 = (x - 2)(x? -16) = (x — 2)(x + 4)(x — 4) y la funcién del integrando queda:
X—-2 _ X -2 _ 1
x3-2x%2-16x+32 (X-2(x+4)(x-4) X+dDXx-9

La descomposicion en fracciones simples es:
1 _ A N B  AKX-4)+B(x+4)
xX+4)(x-4) x+4 x-4 xX+4)(x-4)

Al ser iguales los denominadores, se tiene: 1= A(X — 4) + B(x + 4)

x=4:>1=88:>B=%
Se obtienen los valores de A y B dando dos valores a X: 1
X=-4=1=-8A> A=—§

1 _-vs s
(X+4)(x-4) x+4 x-4

Por tanto, , € integrando:

I X +2 dx=j 1 dx='[[ﬂ+l/—8)dx=—l'[idx+lj. 1 ax -
x®+2x? -4x -8 (X +4)(x - 4) X+4 x-4 8 x+4 8 x-4

=—iln(x+4)+lln(x—4)+C =In£3fx_4 +C
8 8 X + 4

h) Como el grado del polinomio del numerador es mayor que el del polinomio del denominador, se
ha de realizar en primer lugar la division polinémica quedando:

x3 -4 x2 + 2X

—x3 —2x? X -2 ,
/ —-2x%2-4 Portanto,xz—_4=x—2+ 42X_4
) X< +2X X< + 2X
2X° + 4X
/ 4x -4

Asi, Iﬂdx=J‘(x—2+ﬂ)dx=j.(x—2)dx+'[—4x_4 dX=X—2—2x+I 4x -4 dx

X2 4+ 2x X2 4+ 2x X2 +2x 2
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. 4x - 4 . . . L.
La integral J‘de se resuelve descomponiendo en fracciones simples la funcién del
X +2x

integrando. Al ser x? +2x = x(x + 2), la descomposicion es:

4x -4 A B  A(X+2)+BX

X2 +2x X X442  X(X+2)

Al ser iguales los denominadores, se tiene: 4x — 4 = A(X + 2) + Bx

X=0=-4=2A=> A=-2

Se obtienen los valores de A y B dando dos valores a x:
X=-2=-12=-2B=>B=6

Por tanto, 42X—_4=£+
X< + 2X X X+2

, € integrando:

J‘udx=j(ﬁ+ 6 )dx=—21.£dx+6j' 1 dx =-2Inx+6In(x+2)+C
x? +2x X X+2 X X + 2

Sustituyendo en la integral inicial queda:

x3 -4 x?
Iz—dx=——2x—2Inx+6In(x+2)+C
X<+ 2X 2
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